2 Wahrscheinlichkeitstheorie

2.1 Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie
2.1.1 Ergebnisse und Ereignisse
e Ausgangspunkt der Wahrscheinlichkeitstheorie sind Zufallsexperimente.

Definition 2.1. Unter einem Zufallsexperiment versteht man einen Versuch (im weitesten Sinne
des Wortes), dessen Ausgang unter bestimmten wesentlichen und fizierten Bedingungen im Rahmen
bestimmter Moglichkeiten ungewiss ist.

— Notation: Die einzelnen Versuchsausgéinge werden h&ufig mit w und als Ergebnisse oder
Elementarereignisse bezeichnet. Die Menge aller méglichen Versuchsausgéinge, m.a.W. aller
Ergebnisse, wird mit Q (# () und Ergebnisraum oder Basismenge bezeichnet.

Beispiel 2.1. (i) Werfen einer Miinze: w € {K,Z},Q ={K, Z}.

(ii) Werfen zweier (unterschiedlicher) Miinzen: w = (wi,ws2),w; € {K,Z}, i = 1,2, Q =
{(K,K),(K,2),(Z,K),(Z,2)}.

(iii) n-maliges Werfen einer Minze: w = (wi,...,wn),w; € {K,Z}, i = 1,...,n, Q =
{(wi,y...,wn) w; €{K,Z},i=1,...,n}.

(iv) Werfen eines Wiirfels: w € {1,2,...,6},Q={1,2,...,6}.

(v) Werfen zweier (unterscheidbarer) Wiirfel: w = (i,j). Sei i die Augenzahl des ersten
Wiirfels und j die Augenzahl des zweiten Wiirfels. Dann erhalten wir Q = {(i,7) : i,j €
{1,2,...,6}}.

(vi) Sonntagsziehung im Lotto ,6 aus 49 (ohne Zusatzzahl): Q@ = {w = {i1,...,i}
1,...,16 € {1,...,49},ij < Vi< k‘}

(vit) Bei der Geburt eines Kindes werden das Gewicht wy in Gramm, die Grifle wy in Zenti-
metern und das Geschlecht ws € {M, W} erhoben: w = (w1, w2, ws), 2 = (0,00) x (0,00) x
{M,W}.

(viii) Niederschlagsmenge w am Marienplatz am 19.08.2008, gemessen in Millimeter pro Qua-
dratmeter: Q@ = [0, 00).

(iz) Schadenshihe w bei einem PKW-Unfall, die der Versicherer in Euro zu zahlen hat: Q =
[0, 00).

(x) Anzahl w aller polizeilich gemeldeter Kfz-Unfille an einem bestimmten Tag auf der Lud-
wigstrafle: @ = INg.

— Bemerkungen:

(i) Der Ergebnisraum € ist nicht eindeutig festgelegt. Einzige Bedingung: Nach Ausfiihrung
des Zufallsexperimentes muss genau ein Elementarereignis w aus €2 als Versuchsergebnis
feststehen. Insbesondere ist es nicht notwendig, dass alle w € 2 auch tatséichlich auftreten
kénnen, d.h. der Ergebnisraum 2 kann grofler gewéhlt werden als unbedingt notwendig.

(ii) Vor der Durchfithrung des Zufallsexperimentes ist der tatséichliche Ausgang ungewiss,
d.h. es ist unbekannt, welches Ergebnis w € Q auftreten wird. Nach der Durchfithrung
des Zufallsexperimentes steht der aufgetretene Ausgang w fest, damit ist die Ungewissheit
verschwunden. Man sagt, das Zufallsexperiment wurde realisiert. Daher wird das
nach der Durchfithrung erschienene Elementarereignis w auch als Realisation des Zufalls-
experimentes bezeichnet. Wird das Zufallsexperiment n-mal durchgefiihrt, so ergibt sich
eine Folge von Realisierungen w W@ W™ die wir als Stichprobe bezeichnen.

e Hiufig sind wir nicht daran interessiert, welchen konkreten Ausgang w ein Zufallsexperiment hat,
sondern ob das Versuchsergebnis in der einen oder anderen Teilmenge aller Versuchsausgénge liegt.
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Definition 2.2. Alle die Teilmengen A C €, fiir die nach den Versuchsbedingungen eine der
Aussagen ,der Versuchsausgang w gehort zu A (w € A)“ oder ,der Versuchsausgang gehort nicht
2u A (w¢ A)“ maglich ist, heiffen Ereignisse.

Beispiel 2.2. (Fortsetzung von Beispiel 2.1)

(i) A :=,FEs erscheint Wappen*.
(v) A :=,Die Summe der Augenzahlen ist gerade*.

(vi) A :=,Bei der Ziehung erscheint mindestens ein Zahlenzwilling®, B := ,Der abgegebene Tip-
schein enthdlt drei Richtige“.

(viii) A := ,Es regnet mehr als 10/mm]*.
(ix) A := ,Der Schaden ist grifier als 100 000 Euro*.

— Fazit: Ereignisse lassen sich durch mengentheoretische Verkniipfungen aus Ergebnissen bilden.
Ebenso lassen sich aus Ereignissen neue Ereignisse bilden.

Zum Ergebnis w; € Q ist {w;} C Q ein Ereignis (Elementarereignis).

Die Menge aller Ereignisse eines Zufallsexperimentes mit Ergebnisraum (2 entspricht der Menge

aller Teilmengen von €2 und damit der Potenzmenge B(Q2), also P(Q) :={A4A: A C Q}.

— Ausgehend von einem gewissen Mengensystem 2f C B(€2), dessen Elemente Ereignisse sind,
kann man neue Ereignisse durch Konstruktionen von Aussagen mit den logischen Funktoren
soder (V)“, ,und (A)“ und ,nicht (—)* bilden, womit sich in der Sprache der Mengentheorie
die im folgenden behandelten Operationen darstellen lassen.

— Dagzu betrachten wir die Ereignisse A, B C 2 und Familien von Teilmengen von 2. Eine Familie
(A;)icr von Teilmengen von €2 ist eine Abbildung der Indexmenge I in B(2), die jedem i € T
eine Menge A; € P(Q) als Bild zuordnet. Im Fall I = IN ist (4;);en gleich der (abzdhlbar
unendlichen) Folge der Mengen Ay, Ag, ..., und fir I = {1,2,...,n} (n € IN) ist (A;);er gleich
dem geordneten n-Tupel (Ay, As, ..., Ay).

Gleichheit:
Teilmenge:
Schnitt:

Vereinigung:

Differenz:
Komplement:

Symmetrische Differenz:

Miéchtigkeit:
Kardinalitéat:

Kartesisches Produkt:

A=B & YWweQ: weAsweD

ACB & YweQl: weA=weB

ANB ={weQweA)A(weB)}

N4 ={weQViel :we A}

il

AUB ={weQwe AV (weB)}
UAi={weQFiel:we i}

el
Udi={weQFiel:weA,AinA;=0firi+#j}
i€l

A\B:={weQweAAN(w¢B)}=ANDB°
A:={weQw¢ A} (alternative Notation: A¢) A = (A°)°
AAB:=(A\B)U(B\A)=(AUB)\(ANB)

|A| := Anzahl Elemente von A

IIN| = Rg

B(Q)] =21

Ax B:={(a,b)laec ANbe€ B}

H A; = {(al,ag, Ce ,am)\ai € AVi e I}

el

Ak = H A:{(al,...,ak)\aiEA,izl,...,k:}
=1,...k

7

— Folgen von Mengen: Wir nennen eine Folge (A;,),>1 von Teilmengen von € monoton wach-
send oder kurz wachsend, falls A, C A,+1 ¥V n € IN und monoton fallend oder kurz fallend,
falls A, D Ap+1 ¥V n € IN. Eine Folge heifit monoton, wenn sie wachsend oder fallend ist.
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« Konvergiert (A;,),>1 wachsend gegen A, so schreiben wir kurz A4, 1 A, also

At A Ay CAyC A3 C ... und UAZ-:A.

i=1

« Konvergiert (A;,)n,>1 fallend gegen A, so schreiben wir kurz A,, | A, also

Apl A Ay D A3 D A3D ... md ()4 =A

i=1
[e.9]
« liminf A, ;== |J () Am, Menge aller Elemente aus €2, die in fast allen A4,, liegen.
n=1m>n
o0

limsup 4, ;== () U Am, Menge aller Elemente aus €2, die in unendlich vielen A,, liegen.
n=1m>n

Bemerkung: ,fast alle“ ... bis auf endlich viele

x Die Folge A,, heifit konvergent, falls liminf A,, = lim sup A4,.

— Interpretationen:
ACQ
AcCQ
A U Ay
U A;

el

A1 N A

M A

i€l

AiNAy =10
AANB
Ay = A

Q

Q=0,{}

GesetzmifBigkeiten

A B,C CQ.
Reflexivitat:
Asymmetrie:
Transitivitat:
Kommutativgesetz:
Assoziativgesetz:
Distributivgesetz:

De Morgansche Regeln:

Maéchtigkeiten:
Gleichméchtigkeit:

A tritt ein®, , erscheint®, ,, wird realisiert®
7 A tritt nicht ein”

” A1 oder Ay treten ein”

”"mindestens eines der A; tritt ein”

” A1 und A, treten ein”
7alle A; treten ein”

” A1 und A, treten nicht gleichzeitig ein”, ”sind unvereinbar”
"Entweder Ay oder A, tritt ein (aber nicht beide zusammen!)”
” A1 und Ay beschreiben das gleiche Ereignis”

”Das sichere Ereignis”

”Das unmogliche Ereignis”

ACA

ACBundBCA=A=8B
ACBundBCC=ACC

= P(N) ist beziiglich C partiell geordnet.
AUB=BUA

ANB=BnNA
(AUB)UC =AU (BUCQC)
(ANB)NC=AnNn(BNCQC)

AN(BUC) =(ANB)U(ANC)
AU(BNC)=(AUB)N(AUCQ)
AUB=ANB
ANB=AUB

|A| = |B| :<= 3f : A — B bijektiv

Addition von Michtigkeiten: ANB =0 <= |A|+ |B| =|AU B|

e Betrachtung von Maflen: Gegeben ist eine (nichtleere) Grundmenge 2, und man mdochte einer
hinreichend grofien Klasse von Teilmengen A von {2 eine Mafizahl (1(A) zuordnen, allgemeiner: es
soll auf Q eine Mengenfunktion y : € — IR U {—00, 00} definiert werden, wobei € eine Klasse von

Teilmengen von {2 ist.
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e Anforderungen an ein Mafl (Volumendefinition):
w:ACR" — p(A) €10,00)
(i) Ist A C B, so gilt u(A) < p(B) (Monotonie),

(ii) p ist translationsinvariant, d.h. fiir zp € R" gilt p(A + z9) = u(A),
(iii) Sind Aj, Ag, ... abzihlbar viele disjunkte Teilmengen des R", so gilt

[ <U Ai> = u(A;) (o — Additivitit).
i=1 =1

e Idee: Umfangreichste Klasse von Teilmengen ist die Potenzmenge B(Q2) := {A|A C Q}, d.h. die
Menge aller Teilmengen von ).

e Problem: Es existiert keine Funktion p : P(R"™) — [0, 00), mit B die Potenzmenge von R", mit
den o.g. Eigenschaften. (Satz von Vitali: Das Mafiproblem ist unlésbar.)

e Losung: Man beschriankt sich auf eine Menge von Teilmengen von B(€2), die ,,hinreichend reichhal-
tig® (= alle interessierenden Ereignisse sind enthalten) ist, sog. c—Algebren.

Definition 2.3. FEin nichtleeres Mengensystem 20 C B(Q) heifit Algebra iiber 2, falls gilt:

(A1) AcA = Aec
(A2) AABeA=> AUBc2

Beispiel 2.3. Q = {a,b,c,d},A; = {0,{a},{b,c,d},{a,b,c,d}} ist eine Algebra,
Ay = {0, {a},{b,c}, {a,b,c,d}} hingegen ist keine Algebra.

Lemma 2.4. Sei 2 eine Algebra und Ay, Ao, ..., Ay, € 2. Dann gilt

(i) 0,Q e,
(ii) Ay N Ay e,
(iii) A\As € 2,
(i) U Ai e, N Ai el

Beweis. (i) Weil 2 per Definition nichtleer ist, existiert ein A € 2 mit A C Q. Daher gilt wegen
(A1) A € 2 und wegen (A2), dass AU A = Q € A und damit wegen (A1) auch Q =) € 2.

(ii)) A1 N Az = (AT U A5)¢ € A wegen (A2).
(111) Al\AQ =AN A% = (Af U AQ)C e
(iv) Beweis per Induktion.
O

e Um Grenzwerte bilden zu kénnen, ist es erforderlich, dass das Mengensystem 2 nicht nur abge-
schlossen ist bezliglich Vereinigung bzw. Durchschnitt von endlich vielen Mengen, sondern auch
beziiglich Vereinigung bzw. Durchschnitt von abzdhlbar unendlich vielen Mengen (notwendig u.a.
fiir iiberabzéhlbar unendliche Ergebnisrdume, z.B. wenn = [0,1]). Dies fiihrt zum Begriff der
o-Algebra.

Definition 2.5. Eine Algebra A C P(Q) heifit o-Algebra iber Q, falls zusdtzlich gilt:
(AS’) A, A, €A — U;,)ilAZ e 2.

e Bemerkungen:
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— Das Paar (2,2() heiit Mefraum, falls 2 eine o-Algebra ist. Vorteil: Auf einem Mefiraum kann

ein Maf (in unserem Fall ein Wahrscheinlichkeitsmaf}) definiert werden.

— Sei 2 = IN und sei 2 das Mengensystem derjenigen Teilmengen A von IN, so dass entweder A
oder A€ nur endlich viele Elemente hat. Das Mengensystem 2l ist eine Algebra, jedoch keine

o-Algebra.
— Fiir jedes 2 ist die Potenzmenge PB(£2) stets eine o-Algebra.

— Falls Q endlich oder abz#hlbar unendlich ist, kann A = PB(Q) gewihlt werden. Falls 2
iberabzéahlbar unendlich ist (z.B. 2 = R oder Q2 = [0, 1]), dann muss eine kleinere o-Algebra

betrachtet werden (nicht B (Q2)!)
Definition 2.6. Ist A C 2, so heif§it
o(A) ={0,A, A%, Q}
die von A erzeugte o-Algebra und ist die kleinste o-Algebra, die A enthilt.

Satz 2.7. Sei I # () eine beliebige Indexmenge und 2; eine o-Algebra tiber Q fiir alle i € I. Dann

st auch

m::ﬂmi

iel
eine o-Algebra tber €.

Definition 2.8. Sei & C PB(Q) ein Mengensystem und 3 die Menge aller o-Algebren iber Q, die

& enthalten. Dann wird die o-Algebra

o(&):= m 2

Ae¥

als die von & erzeugte o-Algebra o(E) bezeichnet. Gilt umgekehrt fiir eine o-Algebra A
a(&) =4,
so heifit £ Erzeuger von 2.

Beispiel 2.4. — Sei A C Q, €= {A} (ein Mengensystem bestehend aus einer Menge). Dann ist

o(&) =a(A)=1{0,A, A Q}.
— Sei Q={1,2,...,7} und & = {{1,2},{6}}. Dann ist
a(&) ={0,{1,2},{3,4,5,6,7},{6},{1,2,3,4,5,7},{1,2,6},{3,4,5,7},Q}.
—_— —_———— —— ~——
{1,2} {6} {1,2}u{6} {1,210{6}
— Sei A eine o-Algebra tiber 2. Dann ist o(A) = A.

Beispiel 2.5. Ist Q = R, so wird oft die sogenannte Borel-o-Algebra B oder B(IR) betrachtet.
Sie ist definiert als die kleinste o-Algebra von Teilmengen von R, die alle offenen Intervalle (a,b)

enthdlt, wobet —oco < a < b < o0, d.h.
B(R) =0 ({(a,b) : —co <a <b<oo}).

Insbesondere enthdilt B(IR) auch alle halboffenen bzw. abgeschlossenen Intervalle, denn es gilt

(a,b] = fjl <a,b—|—;> € B(R),
a,b) = :1 (a— ib) € B(R),

a,b] = ﬁ (a—l,b+i) € B(R).
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Fiir jede abzihlbare Teilmenge C' = {x1,x2,...} von R gilt C € B(R), denn fir jedes x € R gilt

= (:c—i:c—i—i) € B(R)

n=1

und damit auch C = J;2,{z:} € B(R).

2.1.2 Axiomatik der Wahrscheinlichkeitstheorie

¢ Kolmogorowsche Axiome der Wahrscheinlichkeitstheorie:

Als Wahrscheinlichkeitsverteilung P(-) auf einer o-Algebra 20 von Teilmengen einer nichtleeren
Menge 2 bezeichnet man jede Abbildung P mit

(K1) P(Q) =1
(K2) Fiir jede abzéhlbar unendliche Folge {A4;}2°, aus A mit A; N A; = 0, fiir ¢ # j, gilt

P JA) =) _P(A
=1 =1

e Sind (2 eine nichtleere Menge, 2 eine o-Algebra von Teilmengen von §2 und P eine Abbildung von 2{
in [0, 1] mit den Eigenschaften (K1)-(K2), so heifit das Tripel (2,2, P) Wahrscheinlichkeitsraum.

e Folgerungen:

Satz 2.9. Sei (0,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und seien Ay, A, ... € 2 beliebige Ereignisse.

Dann qult

(i) P(A) =1-P(4)

(ii) P(ANB) = P(A) — P(AN B)
(iii)) P(AUB)=P(A)+ P(B) — P(ANB)
(iv) P(AUB) < P(A)+ P(B)

(v) Ay C Ay = P(A;1) < P(Ag)

Beweis. (i) Es gilt AUA =Q, A und A sind disjunkt. Daraus folgt

(K2)

P@Q) = PAUA) T PA) + PA)
— P(A) = P(Q) - P(A)
— 1- P(A)

(i) Idee: A= (ANB)U(ANB). AN B und AN B sind disjunkt. Daher folgt aus dem 2. Axiom:
P(A) = P(ANB)+ P(ANB)
= P(ANB) = P(A)—-P(ANB)
bzw. = P(ANB) = P(A)— P(ANB)

=

(iii) Idee:

AUB = ((ANB)U(ANB)U((BNA)U(BNA)
(ANB)U(ANB)U (BN A)
P(ANB)+ P(ANB) + P(BNA)
P(ANB)+ P(A) — P(ANB) + P(B) — P(AN B)
— P(A)+ P(B)— P(AN B)

P(AUB)
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(iv) folgt unmittelbar aus (iii).
(V) P(AQ) = P(A1 U (AQ\Al)) = P(Al) + P(AQ\Al) und damit P(Al) < P(Ag)
—_————

>0
O
Aus dem Beweis bzw. den Aussagen von Satz 2.9 ergibt sich sofort, dass
(i) P(0) =0,
(i) P(U, Ai) = >, P(A;) fiir jede endliche Folge Ay, ..., A, € 2 paarweise disjunkter Men-
gen,

(iii) P(A2\A1) = P(A3) — P(4,),
(iv) P(Ui, Ai) <>, P(A;) fiir jede beliebige Folge Ay, ..., A, € .

In Verallgemeinerung der 3. Teilaussage von Satz 2.9 ergibt sich auflerdem die folgende Siebformel
Satz 2.10. Fliir jedesn =1,2,... und jede Folge Ay, ..., A, € A gilt

P (LnJ Az> :Zn:(—l)i_l Z P(Ak1 ﬂAkQH...ﬂAki). (21)
=1

i=1 1<k <ko<...<k;<n

Dariiber hinaus kann man mit Hilfe von Satz 2.9 zeigen, dass Wahrscheinlichkeitsmafle stetig sind
beziiglich der monotonen Konvergenz von Mengen.

Folgerung 2.11. Sei Ay, Aa,... € A. Dann gilt

P (U Ai> = lim P(4;), falls A C AyC ... (2.2)
i—1 1—00
bzw.
P (ﬂ Ai> = lim P(4;), falls Ay D AyD.... (2.3)
i=1 1—00

Die Subadditivitit von Wahrscheinlichkeitsmafien, die in Aussage (iv) von Satz 2.9 betrachtet wur-
de, gilt auch fiir Folgen von unendlich vielen Ereignissen.

Satz 2.12. Sei (Q,2A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Ay, As,... € A eine Folge beliebiger
Ereignisse. Dann gilt

P JA) <> P4y (2.4)
i=1 =1

Als Folgerung ergibt sich das erste Lemma von Borel-Cantelli:

Folgerung 2.13. Sei (Q2,2(, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Ay, Aa, ... € A eine Folge belie-
biger Ereignisse. Dann gilt
P(limsup A,) =0, (2.5)

falls >°72, P(A;) < oo.
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2.1.3 Laplace-Experimente und Grundziige der Kombinatorik

e Als Laplace-Experiment bezeichnet man einen zufilligen Versuch mit endlich vielen Ausgéngen, die
alle die gleiche Wahrscheinlichkeit besitzen. Als mathematisches Modell fiir ein Laplace-Experiment
wihlen wir den Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 21, P) mit

Q={1,2,....n}, n<oo = |Q]=mn,
sowie 2 =P(Q) und P({w;}) =: p, Yw; € Q. n heifit Parameter des Laplace-Experimentes.

Satz 2.14. Bei einem Laplace- Experiment gilt fiir jede Teilmenge A des Ergebnisraumes €2, dass

_ Al

P(A) = g

Beweis. Es gilt
1
P =p=—.
{op) =p=_

Begriindung:

n

1=mm:P(U@w>@9iﬁme:nm

i=1
Damit gilt fiir jede Teilmenge A von 2
A A
Py =P | U ] = ¥ Plh =lap= 21

Lw; €EA Lw; €EA

O

e Folgerung: Fiir die Berechnung der Wahrscheinlichkeiten bei Laplace-Experimenten ist es ausrei-
chend, die Méchtigkeiten der Mengen A und €2 zu bestimmen. Dafiir sind die folgenden Grundziige
der Kombinatorik hilfreich.

Anzahl moglicher Stichproben vom Umfang N aus Grundgesamtheit vom Umfang N:

e Permutation: P(N) = N1.
Beispiel: Anordnung von 10 Biichern in Regal: P(10) = 10!.

e Permutation bei v Gruppen:
N!
gl ...-gy!
mit r Gruppen mit jeweils gleichen Elementen. Es muss gelten g1 + ...+ g, = N.

Beispiel: Anordnung von 3 Statistik-Biichern und 7 Mathematik-Biichern: PV (10[3,7) = ?},—07',

PW(N’glw"agT) =

Anzahl méglicher Stichproben vom Umfang n aus Grundgesamtheit vom Umfang N:

o Kombination ohne Wiederholung: Modell ohne Zuriicklegen ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge
K(N,n)= ().
Beispiel: Vierkopfiger Wahlvorstand aus 30 Teilnehmern (ohne Zuordnung von Funktionen):
K(30,4) = ().

o Kombination mit Wiederholung: Modell mit Zuriicklegen ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge
KY(N,n)= ("1,

n

Beispiel: Anzahl verschiedener Wiirfe mit 2 Wiirfeln: K" (6,2) = (;)
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e Variation ohne Wiederholung: Modell ohne Zuriicklegen mit Beriicksichtigung der Reihenfolge
V(N 1) = -
Beispiel: Vierkopfiger Wahlvorstand aus 30 Teilnehmern mit Zuordnung von Funktionen: V' (30,4) =
e Variation mit Wiederholung: Modell mit Zuriicklegen mit Beriicksichtigung der Reihenfolge
VW(N,n) = N™.
Beispiel: FuBball-Toto fiir 12 Spiele: VW (3,12) = 32,

2.1.4 Bedingte Wahrscheinlichkeiten
e Bedingte Wahrscheinlichkeiten sind folgendermaflen definiert:

Definition 2.15. Es seien (Q,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, A, B € A und P(B) > 0. Dann

heifst
P(ANB)

P(B)
die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung, dafS das Ereignis B eintritt.

P(A|B) :=

e Sei  eine nichtleere Menge. Eine Partition {Si,...,Si} von Q (der Ordnung k) ist eine Zerlegung
Q= UleSi in paarweise disjunkte, nichtleere Teilmengen .S; von 2.

Satz 2.16. Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit: Fiir jedes Ereignis A gilt

k
P(A) =) P(A[S;)P(S)).
i=1
Beweis.
k k k
P(A) = P(ANQ) = P(AN (UL,8)) = P (AN $)) = S P(AnS;) = S~ P(AIS)P(S).
i=1 i=1 i=1

e Spezialfall: Wenn S; = B und S = B mit 0 < P(B) < 1, so gilt:
P(A) = P(A|B)P(B) + P(A|B)P(B)

Satz 2.17. Satz von Bayes: Es sei {Si,...,Si} eine Partition von Q0 (der Ordnung k) und B
ein Ereignis mit P(B) > 0. Es gilt fir jedes i =1,... ,k:
P(B|Si)P(5:)

P(Si|B) = SF_L P(BIS,)P(S;)

Beweis. Nach Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit gilt

_P(SinB) _ P(B|S;)P(S;)
PEIB) = =p@) = pB)

Auf den Nenner wird nun der Satz der totalen Wahrscheinlichkeit angewandst. 0
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e Essei (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Zwei Ereignisse A, B € 2 heiflen voneinander stocha-
stisch unabhéngig (beziiglich der Wahrscheinlichkeitsverteilung P), falls

P(ANB) = P(A)P(B).

Im Fall P(B) > 0 bedeutet das P(A|B) = P(A) und im Fall P(A) > 0 ergibt sich P(B|A) = P(B).
Die Unabhéngigkeit ist eine symmetrische Eigenschaft beziiglich A und B.

Fiir eine Folge von Ereignissen A; € A,i =1,...,n gilt

(i) Die A; heifien voneinander paarweise stochastisch unabhingig unter der Wahrscheinlichkeits-
verteilung P, wenn gilt

P(AlﬂAj):P(AZ)P(AJ), 1#£7,4,7=1,...,n.

(ii) Die A; heiflen voneinander stochastisch unabhéngig unter der Wahrscheinlichkeitsverteilung
P, falls gilt
P(A“ ﬂﬂAlm) :P(A“) . P(Azm)7

fiir je endlich viele verschiedene Indices i1, ..., %m.

2.2 Univariate Zufallsvariablen
2.2.1 Zufallsvariablen

e hiufig: kein priméres Interesse an zugrundeliegenden Ergebnissen eines Zufallsexperiments mit
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2l, P), sondern an einer daraus abgleiteten (quantitativen oder quali-
tativen) Kennzahl X (w), d.h. wir betrachten die Abbildung w — X (w).

Beispiel 2.6. Sei 2 die Menge von Eintragungen in einem Telefonbuch und w der Familienname.
Dann kénnte man beispielsweise an X (w) als der Anzahl der Buchstaben von w interessiert sein.
Alternativ kénnte w die Telefonnummer bezeichnen und X (w) die Anzahl der Ziffer ,,1¢ in w.

Beispiel 2.7. Wir betrachten das zweimalige Wiirfeln mit Ergebnisraum Q = {w = (w1,w2) :
wi € {1,2,3,4,5,6},i = 1,2}. Die Augensumme ergibt sich als Abbildung w — X (w) = w1 + wa.
Set A = {w: X(w) = 10} = {{4,6},{5,5},{6,4}} bzw. allgemeiner A = {w : X(w) = k} mit
k € {2,...,12}. Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit P(A). Dafiir ist erforderlich, dass A € 2.
Allgemein muss also gelten {w: w € Q, X(w) =k} € A fir jedes k = 2,...,12. In diesem Beispiel
ist dies gleichbedeutend mit {w :w € Q, X (w) <z} € A fir jedes z € R.

Dies fiihrt zu folgender Begriffsbildung

Definition 2.18. Sei (Q,2(, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum. Die Abbildung X : Q — E
von Q in eine Menge E ( 2.B. E =R, E =R", E = Ny) heifit Zufallsvariable, falls

{fwrwe, X(w)<z}ed firalezeckE. (2.6)

Bemerkungen:

(i) Die Regularitdtsbedingung (2.6) wird Messbarkeit der Abbildung X beziiglich der o-Algebra
2l genannt.

(ii) In vielen Fillen interessiert nicht nur die Wahrscheinlichkeit, dass die Werte X (w) der Zu-
fallsvariablen X einen vorgegebenen Schwellenwert = nicht iiberschreiten, d.h. dass X € B =
(—o0, x], sondern dass X Werte in einer allgemeineren Teilmenge B C E annehmen, wobei
B beispielsweise die Vereinigung disjunkter Intervalle sein kann. Deshalb wird nicht nur im
Ergebnisraum §2, sondern auch im Bildraum E ein Mengensystem betrachtet, das beziiglich
der Mengenoperationen U, N und \ abgeschlossen ist.
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e Ist £ = R, so heiBt X wunivariate Zufallsvariable, ist E = IRP, (p > 1), so heifit X multivariate
Zufallsvariable (oder auch Zufallsvektor).

e Im folgenden beschrianken wir uns auf den Fall, dass £ = IR.

Satz 2.19. Die Abbildung X : Q — R ist genau dann eine Zufallsvariable, wenn

{w:weQ, X(w)e B} e fir alle B e B(R). (2.7)

e Jede Zufallsvariable besitzt eine Verteilung.

Definition 2.20. Sei (Q,2(, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q — R eine be-
liebige (univariate) Zufallsvariable. Die Verteilung der Zufallsvariablen X ist die Mengenfunktion
Px :B(R) — [0,1] mit

Px(B)=P{w:we Q,X(w) € B}) fir alle B € B(R). (2.8)

Bemerkung: Die in (2.8) definierte Mengenfunktion Py ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf dem
Mefiraum (IR,B(IR)), denn Py ist

(i) normiert, weil Px(R) = P(2) =1,
(ii) o-additiv, weil fiir paarweise disjunkte By, Ba, ... € B(R) gilt

Px (U BZ) =P(xN{UB)) =P(JX"(B))=D>_P(X(B) =) Px(By).
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Die Abbildung P — Px nennt man auch Maftransport vom Mefiraum (£2,2) in den Mefiraum
(R, B(R)).

Die folgenden Kurzschreibweisen sind {iblich
(i) P(XeB)=PH{w:we N, X(w) € B}) firalle Be B(R)und
(ii) speziell P(X <z) = P{w:w € Q, X(w) < z}) fur alle z € R.
e Verteilungsfunktion

Definition 2.21. Sei (0,2, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q@ — R. Die Funk-
tion Fx : R — [0, 1] mit
Fx(z)=P(X <z), firalexzecR

heifst Verteilungsfunktion von X.

Eine Verteilungsfunktion besitzt folgende Eigenschaften

Satz 2.22. Sei X : Q — R eine beliebige Zufallsvariable und Fx : R — [0, 1] ihre Verteilungsfunk-
tion. Dann gilt

(i) Monotonie:
Fx(z) < Fx(zx+h) VezeRundh>0,

(ii) Asymptotisches Verhalten im Unendlichen:

Fx(—o0) := EIEI Fx(z) =0, Fx(o0):= le Fx(z) =1,
(iii) Rechtsstetigkeit: Fx(x) ist rechtsseitig stetig, d.h. fir jede Folge {h,} mit hy, > 0 und
iy, oo hin = O gilt
lim Fx(xz+ h,) = Fx(z), Vzel.

n—oo
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Satz 2.23. Sei X : Q — R eine beliebige Zufallsvariable. Dann wird die Verteilung Px von X
durch die Verteilungsfunktion Fx eindeutig bestimmt.

Bemerkungen:

(i) Mit Hilfe der Verteilungsfunktion Fx lassen sich auch die folgenden Wahrscheinlichkeiten
ausdriicken

Pla<X<b), Pla<X<b), Pla<X<b), Pla<X<hb),
denn es gilt beispielsweise

Pla <X <b)= PUX SBX < a}) = PUX )= PUX < a}) = Fx(b)—lim Fx(a—h).

(ii) Im Allgemeinen gilt jedoch nicht Fx(a) = limp o Fx(a — h), sondern

FX(a):l}zﬁ)lFX(a—h)—i-P(X:a). (2.9)
Begriindung:
~ 1 1 ~ 1
Satz 2.22 (iii)
P = = —_ — —_ — —_
(X =a) P(({a ~ <X <at}) P(({a ~ <X <a})
n=1 n=1
olgerun, . . 1
Folsenie 21 im Pla— — < X < a)
n—o00 n
1
= i <a)-— <a- -
nlggo(P(X <a)—P(X <a n))
1

= Fx(a) - lim Fx(a——)

e Diskrete vs. stetige Zufallsvariablen.

Definition 2.24. Die Zufallsvariable X (bzw. ihre Verteilung) heifit diskret, falls es eine abzdihlbare
Teilmenge C € R gibt, so dass P(X € C) = 1.

Begriff Stetigkeit: Eine Variable oder ein Merkmal X heif$t stetig, falls zwischen zwei beliebigen
Werten a < b des Definitionsbereiches tiberabzihlbar viele Zwischenwerte moglich sind.

Falls die Werte von X als Ergebnisse eines Zufallsvorgangs resultieren, wird X zu einer stetigen
Zufallsvariable.

Definition 2.25. Fine Zufallsvariable X heifft stetig, falls es eine integrierbare Funktion fx :
R — [0,00) mit nichtnegativen Werten gibt, so daf fiir jedes Intervall [a, b]

b
Pla< X <b) = / fx(x)dz
a
gilt. Die Funktion fx(x) heifft Dichtefunktion (oder Wahrscheinlichkeitsdichte) von X .

Eigenschaften der Dichtefunktion:
(i) Fiir stetige Zufallsvariablen X gilt
Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<b).

(ii) P(X = z) = 0. Daraus folgt, daf§ f(x) keine Wahrscheinlichkeit ist. Die Dichten kénnen daher
auch Werte f(x) > 1 annehmen.
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(iii) Nichtnegativitét

(iv) Normierungseigenschaft:

| twis=1.

d.h. die Gesamtfliche zwischen x-Achse und der Dichte f(z) ist gleich 1.
Bemerkungen:
(i) In der Wahrscheinlichkeitstheorie wird vorausgesetzt, dass fx eine Lebesgue-integrierbare

Funktion ist. Das Integral wird im allgemeinen als Lebesgue-Integral aufgefasst.

(ii) Bei vielen Anwendungen ist fx eine (zumindest stiickweise) stetige Funktion. Das Integral in
Definition 2.25 ist dann ein Riemann-Integral.

(iii) Falls X stetig ist und die Verteilungsfunktion Fx keine Spriinge aufweist, dann folgt aus (2.9),
dass P(X = z) =0 fiir alle z € R.

(iv) Die Verteilungsfunktion F'x einer stetigen Zufallsvariablen X ist im allgemeinen nicht iiberall
differenzierbar. Und zwar ist F'x dort nicht differenzierbar, wo die Dichte fx Sprungstellen
besitzt.

(v) Die Verteilungsfunktion einer stetigen Zufallsvariable wird eindeutig durch ihre Dichte be-
stimmt.

e Unterscheidung von diskreten und stetigen Zufallsvariablen.

— Diskrete Zufallsvariablen haben einen abzihlbaren Wertebereich, z.B. wenn = X ~1(C) mit
C C IN C R. Sei beispielsweise X die Augensumme beim zweimaligen Wiirfeln. Dann gilt
X:Q—{2,3,...,12}.

— Stetige Zufallsvariablen haben einen iiberabzihlbaren Wertebereich, z.B. [a, b], [a, ), (—00, 0]
oder R. Betrachten wir z.B. ein Roulettespiel mit drehbarem Zeiger und , kontinuierlicher*
Skala, wobei X der Wert des Spiels sei (Winkel des Zeigers), dann erhalten wir X : Q — [0, 27).

e Wahrscheinlichkeitsfunktion diskreter Zufallsvariablen

Definition 2.26. Sei X eine diskrete Zufallsvariable, d.h. es gebe eine abzihlbare Menge C' =
{z1,22,...}, so dass P(X € C) = 1. Dann heifit die Folge p1,pa,... mit pr = P(X = k) Wahr-
scheinlichkeitsfunktion von X.

Bemerkungen:

(i) Fiir jede Wahrscheinlichkeitsfunktion {px} gilt offenbar py > 0 fiir alle & = 1,2,... und
ZZL pr = 1.

(ii) Die Verteilung einer diskreten Zufallsvariablen X wird eindeutig durch die Wahrscheinlich-
keitsfunktion {py} bestimmt, denn es gilt fiir jedes B € B(R)

Px(B)=Px( |J {=h) = D Px{z})= > m

ix; EB ix; €EB i.x; EB

(iii) Fiir jedes x € C heifit die Zahl pp, = P(X = w) Einzelwahrscheinlichkeit.

2.2.2 Transformation von (univariaten) Zufallsvariablen

e Gegeben sei eine Zufallsvariable X mit Verteilungsfunktion Fx und Triger X und eine zweite
Zufallsvariable Y = ¢g(X) mit Triger ) definiert iiber die Funktion

gx) : X =Y,
so dass P(Y € A) = P(g(X) € A).
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e Frage: Konnen wir mit Hilfe von Fy und g(X) auf die Verteilungsfunktion von Y schlieBen? Antwort:
Jal

Lemma 2.27. Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Fx(z) und Y = g(X), mit g
streng monoton. Dann gilt

(i) Ist g streng monoton steigend in X, dann gilt Fy(y) = Fx (g~ (y)) firy € Y,
(ii) Ist g streng monoton fallend in X, dann gilt Fy (y) = 1 — Fx (g (y)) firy € Y.

Beweis. Fiir eine streng monoton steigende Funktion ¢ gilt, dass u > v = g(u) > g(v). AuBerdem
besitzt eine streng monotone Transformation eine Umkehrfunktion, d.h. y = g(z) < ¢ '(y) = 2.
Damit erhalten wir

Fy(y)=P(Y <y)=Pg(X)<y) = P{reX:g9(X)<y})
= P{zeX:2<g ' (y)})

fx(z)dx
zeX:z<g~1(y

J—
97 ()
:/_ fx(z)dz
Fx(g7'(y))-

Fiir g streng monoton fallend gilt u > v = g(u) < g(v) = g~ (u) < g~ (v). Damit erhalten wir

{reX g)<yy={veX:g ' (g) 29 ' (Wr={zeX:z>g9"(y}

X

Diese Darstellung des Ereignisses verwenden wir im Folgenden

oo

Bu)=[ o x@de= [ e =1 P )

~y)

O]

e Mit Hilfe von Lemma 2.27 konnen wir auch die Dichtefunktion der transformierten Zufallsvariable
berechnen.

Satz 2.28. Sei X ~ fx(z) und Y = g(X) eine streng monotone Transformation. fx(x) sei stetig
in X und g~ (y) besitze eine stetige Ableitung in Y. Dann gilt

fy(y):{ Fx(g™ W) |49~ W], ve,

0, sonst.
Beweis. Mit Hilfe der Kettenregel erhalten wir

_d e B fX(gfl(y))digfl(y), falls ¢g(-) streng monoton steigend ist,
Frly) = dy v(y) = —fX(g_l(y))@g_l(y), falls g() streng monoton fallend ist.

Da %g_l(y) > 0, falls g(+) streng monoton steigend ist bzw. %g_l(y) < 0, falls g(+) streng monoton
fallend ist, ist fy (y) in beiden Féllen stets nicht-negativ. O
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2.2.3 Parameter univariater Zufallsvariablen
e Modus: xyoq = arg max, f(z),
e Quantil: Jeder Wert z, mit 0 < p < 1, fiir den
P(X>xz,)>1—p und P(X <z, >p

gilt, heiflit p-Quantil einer diskreten Verteilung. Analog gilt bei stetigen Verteilungen: Jeder Wert
xp mit F(z,) = p heiBt p-Quantil einer stetigen Verteilung. Spezialfall: 50%-Quantil heisst Median.

e Median: Tyeq = Zo.5

Definition 2.29. Der Erwartungswert einer Zufallsvariable g(X) wird mit E|g(X)] bezeichnet und
st definiert als

Elg(X _{ [ 9(2) f (@) de, falls X stetig ist,
g R fx(2) >09( r)fx(r) = Zx;fx(x)>og(x)P(X:m), falls X diskret ist.

e Bemerkung: Die Definition ist auch mit Hilfe des Lebesgue-Integrals moglich. Gilt E|g(X)| = oo,
so heifit der Erwartungswert nicht existent.

Beispiel 2.8. Eine Cauchy-verteilte Zufallsvariable besitzt keinen Erwartungswert! Die Dichtefunk-

tion lautet
fxla) = 2t <z<
r)=———, —o0o<x<o00.
X w14 22

fx(x) ist zwar eine Dichtefunktion, d.h. es gilt [*_ fx(x)dx = 1, aber es gilt auch E|X| = oc.

Beweis:
o0 1 0 1 o0 1
RTINS L WA o S W
oo T 142 oo TlH4x o ml+x

-~

0 z
0 = 1_‘_12 dx

2 o0
= / T iz
mJo 1+ 22
Fiir M > 0 gilt

/M x dw_log(1+:c2)M_log(1+M2)_logl_log(1+M2)
o l+a2 " 2 0 2 2 2

und damsit

M
EIX|= lim > T el lim log(1+M?) = oo
0 1 +JZ’2 T M—o00

e Figenschaften des Erwartungswertoperators

Satz 2.30. Sei X eine Zufallsvariable, a,b, ¢ Konstanten und E|g1(X)| < 0o, E|g2(X)| < co. Dann
gilt
(i) Elagi(X) + bg2(X) + ¢| = aE[g1(X)] + bE[g92(X)] + ¢ (Linearitit),
(i) Ist gi(x) > 0 fir alle x, so gilt Elg1(X)] >0,
(iii) Ist g1(x) > go(x) fir alle x, so gilt auch Elg1(X)] > E[g2(X)],
(iv) Ist a < gi(x) < b fir alle x, so gilt auch a < E[g1(X)] <b.

Beweis. Die folgenden Beweise sind fiir den stetigen Fall angegeben. Fiir diskrete Zufallsvariablen
erfolgen sie analog.
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(i)

Elagi(X) +bg2(X) +¢] = (agi(z) + bga(x) + ¢) fx (v)dx

o

(@) fx@do+ [~ b fxdo+ [ efxyis

o — 00

/.
/. [
= o[ n@ixG dx+b/ nla)fx@de e [ fxta

\—v—’

=1 (Normierungseigenschaft)

= aE[g1(X)] + bE[g2(X)] + c.

(ii) Fiir g1(z) > 0, fur alle z € R gilt g1(x) fx(x) > 0, da fx(z) > 0, fur alle z € R. Damit gilt
auch, dass

/_OO g1(z) fx(x)dx >0

und damit E[g;(X)] > 0.

(iii) Analog zum Beweis von (ii) folgt aus gi(x) > go(x), fir alle x € R, dass ¢g1(z)fx(z) >
g2(x) fx(x), da fx(z) > 0, fiir alle z € R. Damit gilt auch, dass

/ (@) fx(0)de > / " ga(w) fx (2)da

und schliefllich E[g1(X)] > E[g1(X)].

(iv) Analog zu (ii) und (iii) zeigt man, dass aus a < gi(x) < b, fiir alle x € R gilt, dass afx(z) <
g1(x) fx(x) <bfx(x), da fx(z) > 0, firr alle z € R. Damit gilt auch, dass

a/_z fx(x)dx < /_Z g1(x) fx(x)dx < b/:: fx(x)dx

und daher a < Eg;(X)] <b.

e Bemerkung: Aussage (i) impliziert E(aX +b) =aE(X)+bund E(X +Y) = E(X)+ E(Y).
e Lageregeln: Die Verteilung heifit

(i) symmetrisch, unimodal, wenn z,0q = Tmea = F(X),
(ii) rechtsschief, wenn ymed < Tmed < E(X),
(iii) linksschief, wenn zp0q > Tmed > F(X).

Definition 2.31. Das n-te Moment (n € IN) einer Zufallsvariable X ist definiert als
w, = E(X"™).
Das n-te zentrale Moment ist definiert als

,U/n:E[(X_M)n]? mit Nzlulle(X)‘

e Bemerkung: Das zweite zentrale Moment heifit Varianz Var(X) = E[(X — p)?] = o%. Die Stan-
dardabweichung ox ist die Wurzel aus der Varianz.

e Ziel: Beschreibung der Verteilung einer Zufallsvariablen durch einzelne “Kennzahlen®“ (quasi Infor-
mationsverdichtung)
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e Eigenschaften der Varianz
Satz 2.32. Es gilt
(i) Var(X) = E[(X —p)? = E(X?)—E(X)? bzw. verallgemeinert Var(X) = E[(X —c)?]—(u—c)?
(Verschiebungssatz),
(ii) Lineare Transformationen: FirY = aX + b gilt

Var(Y) = Var(aX +b) = a*Var(X) und oy = |alox,
Beweis. (i) E[( —1)? = E[X2 —2Xu+ 42 = E[X?] — 2E[X|p 4 p® = E[X?] — 2p2 4+ 12 =
B[X?] — 2.
(i)
Var(aX +b) = E[{(aX +b) — E(aX +b)}?]

E[{aX — aE(X)}?]
E[ {X — E(X)}’]
= d’E[{X — E(X)}?] = a*Var(X).

O]

e Bemerkung zu (i7): Fiir allgemeine Transformationen Y = g(X) lésst sich die Varianz i.d.R. nur
approximativ mit Hilfe der Delta-Methode bestimmen.

Definition 2.33. Das dritte zentrale (standardisierte) Moment

ns _ Bl(X — p)°]

1 pr—
v o3 o3

heifit Schiefe (Skewness).

e Es gilt

— 71 > 0 = Verteilung ist asymmetrisch zu positiven Argumenten,
— 71 < 0 = Verteilung ist asymmetrisch zu negativen Argumenten,

— 71 = 0 = Verteilung hat dieselbe Schiefe wie die Standardnormalverteilung.

Definition 2.34. Das vierte zentrale (standardisierte) Moment

heifst Wolbung (Kurtosis).

e 75 = 0 entspricht der Wolbung der Standardnormalverteilung.

Momentenerzeugende Funktionen

e Idee erzeugender Funktionen: Speicherung der Information einer Folge a = {a1, as, ...} von reellen
Zahlen in einer Funktion.
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Beispiel 2.9. Es sei Gu(s) = Y2, a;s' fiir alle s € R, fir die die Summe konvergiert. Wir
betrachten GY )( )= g Ga(s) die j-te Ableitung. Es gilt

o)

GW(s) = Zz ca;- st

=1

GP(s) = > i-(i—1)-a; 57
=2

GV (s) = Zz (i—1)...(i—j+1)-a; s
Insbesondere gilt

GP0) = Zz (=1 (i=i+1)-a- 07, 0"=1

= j(G-1)-. 1aj+z (i—1)-...(i—j+1)-a; 07
%,_/
—j! 1=7+1
= jla;
Lot
<:>(lj = ﬁGa (0)

Folgerung: Man kann die Folge a = {ay,ag, ...} iber die Ableitungen von G,(s) erzeugen.

Beispiel 2.10. exponential-erzeugende Funktion: Sei

oo
S
=D o

1=0

fiir alle s € R, fiir die die Summe konvergiert. Dann gilt Méj)(O) = a;.

e Frage: Kénnen wir eine erzeugende Funktion definieren, so dass M )(g) (0) = E[X7]? Antwort: Ja!

Definition 2.35. Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Fx . Die momentenerzeugende
Funktion (MEF) von X st definiert als

Mx(t) = E[etX],

vorausgesetzt, dass der Erwartungswert fir t in einer Umgebung um t = 0 existiert (d.h. 3h > 0 :
Vt € [~h <t < h] = E[e!X] emistiert).

e Folgerung: Nach der Definition von MEFs und der Definition von Erwartungswerten erhalten wir

My (t) = Joo € fx (x)da, falls X stetig ist,
x(t) = Ex;p(z)w €th(X =z), falls X diskret ist.

Bemerkung: Der stetige Fall entspricht {ibrigens der Laplace-Transformierten von fx.

Satz 2.36. FEs gilt
E[x"] = MM (0).
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Beweis. Fiir n =1 erhalten wir (im stetigen Fall)

d _ d o tx _ o d tx
gMX(t) = u) e fx(x)dx = /OO e fx(x)dz
= / ze'” fx (z)dx
= E[Xe.
Fiir ¢ = 0 erhalten wir p
aMX(t) = E[XeY]|,_, = E[X].
t=0
Den Fall n > 1 beweist man analog per Induktion. O

Beispiel 2.11. MFEF der Binomialverteilung. Es gilt

() = 30 () -y > (M) oty

=0 =0
) n
= [pe’ + (1 —p)]
d Kettenregel n—
— S Mx() "TE npe! 4 (1 p)" et
d _
— —Mx(1) = np+1-p)]"'p=np,
t=0

wobei wir in Relation (1) den Binomischen Lehrsatz

5 (oo s o

=0

mit u = pet und v =1 — p verwendet haben.

2.2.4 Diskrete Verteilungen

Viele praktische Zufallsexperimente mit gleichwahrscheinlichen Elementarereignissen lassen sich am soge-
nannten Urnenmodell veranschaulichen. Im Urnenmodell besteht das Zufallsexperiment darin, aus einer
Urne mit einer festgelegten Anzahl von Kugeln zweier Farben eine oder mehrere Kugeln nach einem
bestimmten Plan zu ziehen. Im Folgenden werden die wichtigsten daraus abgeleiteten Verteilungen vor-
gestellt.

Die Bernoulli-Verteilung

e Idee: Betrachte eine binére (dichotome) Zufallsvariable X mit

{ 1, falls A eintritt,
X =
0, sonst

also 7 = {0,1}.

e Es handelt sich hierbei um ein sogenanntes Bernoulli-Experiment (= man ist nur daran inter-
essiert, ob ein bestimmtes Ereignis A eintritt oder nicht).

e Sei P(A) := p. Daraus folgt P(A¢) = 1 — p. Fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X ergibt
sich damit

P(X=1)=p, und P(X=0)=1-p.

Diese Verteilung heifit Bernoulli-Verteilung. Diskrete Zufallsvariablen mit dieser Wahrschein-
lichkeitsverteilung heiflen Bernoulli-verteilt mit Parameter p, man schreibt auch X ~ Ber(p).
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¢ Eigenschaften:

(i) BE(X)=p
(ii) Var(X) =p(1 —p)

Beweis:

(i) B(X) =3, pwysoPizi=p-1+(1—-p)-0=p

Var(X) = Z (z: —p)°pi = (1 —p)’p+ (0= p)*(1 - p)

z:p(z)>0
= p=2"+p°+p" —p*=p—p" =p(1-p)
Die geometrische Verteilung
e Idee: Betrachte eine Folge unabhéngiger Bernoulli-Experimente (sog. Bernoulli-Kette)
e Frage: Wieviele Versuche sind notwendig, bis zum ersten Mal A eintritt?

e Sei X die Anzahl der Versuche, bis zum ersten Mal A eintritt. Dann gilt
p=PX=k)=0-p)*p k=1,23,....

Da die Wahrscheinlichkeiten py, eine geometrische Folge bilden (py und py1 unterscheiden sich nur
durch den Faktor 1 — p), heifit die Verteilung geometrisch und die Zufallsvariable X geometrisch
verteilt mit dem Parameter p. Man schreibt X ~ G(p).

e Eigenschaften:

1) B(X) =
(ii)) Var(X) = 117;2”
(ii)) P(X > k) = (1 - p)*!
(iv) Gedéchtnislosigkeit: P(X =n + k| X >n) = P(X = k)

Beweis:
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(i)

> @epx)

x:p(x)>0
> k(1 —p)lp
k=1
oo k
pY_ D 11-p)*
k=1n=1
pY > (1-pF!
n=1k=n
pY (1=p" ') (1-p™
n=1 m=0
- 1
J— nilf
p;(l P
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(i)

(1) ergibt sich aus 1 +2+ ... + k= =

z? - p(z)
z:p(x)>0
> (1 —-p)Fp
k=1
> (k(k+1) = k)1 -p)*p
k=1
S k(k+1)(1-p)p = k1 -p)Fp
k=1 k=1
G -1 1
> k(k+1)(1—p)p— -
k=1 p
oo k 1
2% > n(1-p)*'p- -
k=1n=1 p
oo k 1
2p> Y n(l-p)Ft -
k=1n=1 p
o0 o0 B 1
2y nY (1-pht——
n=1 k=n p
2pY n(l—p)" 'Y (1-p)m—=
n=1 m=0 p
=1/p
Qin(l —p)t = !
n=1 p
00 o 00 . 1
2 (n-1A-p" 2> (1—p! -
n=1 n=1
1— 1 1
p R, K
p p D
1 1
J——
P p

(k+1)
- -
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(iii)

P(X>k) = Y (1-p)'p
i=k
= pY (1-p'!
i=k
2oty )
£=0
_ pl-pt!
P
(1-p*!
(1) iiberlegt man sich folgendermafien:
Sa-pT = A-pf T - )
i=k

= 1-p"'Q+0-p'+A-p?+...

= 1-pF 1> 1-pf
/=0

(iv)
P{X =n+Ek}Nn{X >n})
P{X >n})
PH{X =n+k})
P{X >n})
(1—p)"t*1p
P(X >n)— P(X =n)
(1—p)"*t1p
(L=pt=(1=ptp
(1—p)"t1p
(I—-p)1(1-p)
(1—p)™t1p
(1-pn
= (1-p)*'p
= P(X=k)

P(X=n+EkX >n) =

Die Binomialverteilung

e Wir betrachten eine Bernoulli-Kette von n-mal (unabhiéingig von einander) wiederholten Bernoulli-
Experimenten mit p = P(A) fiir ein uns interessierendes Ereignis A.

e Frage: In wievielen Versuchen tritt A ein?

e Losung: Es handelt sich hierbei um Ziehen mit Zuriicklegen. Sei X die Anzahl der eingetretenen
Ereignisse A. Es ergibt sich dann

P(X = k) = ph(1 —p>"—k<
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Begriindung: Der erste Faktor auf der rechten Seite gibt die Wahrscheinlichkeit dafiir an, k-mal
das Ereignis A zu erhalten. Wenn insgesamt n Versuche durchgefiihrt werden und nur k-mal Ereignis
A eintritt, so muss in den restlichen n — k Versuchen das Komplementérereignis A¢ eintreten. Die
Wahrscheinlichkeit dafiir ist im zweiten Faktor gegeben. Der Binomialkoeffizient gibt schliefllich die
Anzahl der Moglichkeiten an, die k£ eingetretenen Ereignisse A aus n Versuchen auszuwéhlen.

e Definition: Eine Zufallsvariable heifit binomialverteilt mit den Parametern n und p, kurz X ~
B(n,p), wenn sie die Wahrscheinlichkeitsfunktion

"\ k(1 _ \n—k _
P(X:k):B(Mn,p):{ék)p (L-p)"*, k=0,1,...,n,

sonst
besitzt.
¢ Eigenschaften:
(i) E(X)=mnp
(ii) Var(X) = np(1 —p)
(iii) Symmetrieeigenschaft:
Fir X ~ B(n,p) und Y =n— X gilt Y ~ B(n,1 — p).
(iv) B(1,p) ~ Ber(p).
Beweis:
(i) + (i)
E(X*) = > pl)at
z:p(z)>0
n /n .
i
=0
= 2 g

=1

.

g1 =1\ ;4 n—i
p— 1_
np;z <Z._1>p (1-p)
n—1 n—1 ' .
=y (i (M
=0

npE((Y +1)*Y), Y ~ B(n—1,p)
— E(X) = npE((Y +1)°) =np
= BE(X?) = npE(Y +1)

np(E(Y) +1)

np((n —1)p+1)

— Var(X) = FE(X?) - B(X)?

np((n —p+1) — (np)?

n(n — 1)p2 +np — (np)2

n2p2 — np2 +np — n2p2

= np(l—p)

Y +
Y +
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(iii)
PY=k)=P(n—-X=k) = PX=n—k)

n—
(iv)
1
Firn=1gilt: P(X =k)=DB(kll,p) = <k>pk(1 )P =pF(1—p)F, fir k=0,1
= PX=1)=p, PX=0=1-p
= X ~ Ber(p)

Die negative Binomialverteilung

e Ansatz: Wir fithren eine Folge unabhéngiger Versuche durch (Bernoulli-Kette) mit Erfolgswahr-
scheinlichkeit p. Sei X die Anzahl von Versuchen, die nétig sind, bis genau r Erfolge eingetreten
sind (r € N).

e Idee: Sei A : ,In den ersten n — 1 Versuchen sind genau r — 1 Erfolge eingetreten”, und B : ,Im
n-ten Versuch tritt ein Erfolg ein®“. Aufgrund des Vorliegens einer Bernoulli-Kette folgt, dass

P(X =n)=P(ANB)=P(A)P(B).
Fiir die Wahrscheinlichkeiten der beiden Ereignisse ergibt sich

n—1

P(A)=B(r—1n—1,p) = <T_1

>pr1(1 o p)nfr
und
P(B) = p.

Daraus folgt

P(X =n) = P(A)P(B) = <7:: Dp’“—l(l — )" Tp = (Z: Dpr(l —p)" T n=rr 41,

e X heifit negativ binomialverteilt mit den Parametern » und p, X ~ NB(r,p).
¢ Eigenschaften:
() B(X) ==
(i) Var(X) = L;;P)
(iii) Verkniipfung mit Binomialverteilung:
Sei X ~ NB(r,p) und Y ~ B(n,p). Dann gilt P(X >n) = P(Y <r).
(iv) Sei X ~ NB(1,p), so gilt X ~ G(p).

Beweis:

(i) + (ii) Fiir den Erwartungswert gilt
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Wir ersetzen X durch X;+ ...+ X, wobei X; die Anzahl der Versuche bis zum ersten Erfolg
und X; die Anzahl der Versuche nach dem (i — 1)-ten Erfolg bis zum i-ten Erfolg, i =2,...,r

bezeichnet. Die X;,7 = 1,...,r sind paarweise unabhéngig und alle geometrisch verteilt mit
Parameter p, d.h. X; ~ G(p),i = 1,...,r. Daher ergibt sich fiir die Erwartungswerte bzw.
Varianzen
1
E (XZ) -
p
1_
Var(X;) = 2p,i:1,...,r.
p

Da sich X aus r identisch verteilten Zufallsvariablen zusammensetzt, erhalten wir aufgrund
der Linearitatseigenschaft des Erwartungswertes

E(X) = BE(Xi+...+X,)
— E(X)+...+BE(X,)

und der dquivalenten Linearitétseigenschaft der Varianz unabhéngiger Zufallsvariablen

1
EX) = r—,
(X) 5
1—p
Var(X) = r—5—.
p

(iii) Betrachte eine Bernoulli-Kette mit Trefferwahrscheinlichkeit p. X sei der Zeitpunkt des r-ten
Treffers. Dann ist X negativ binomialverteilt mit den Parametern r und p, X ~N B(r,p).
Y sei die Anzahl der Treffer in den ersten n Versuchen. Dann ist {X > n} = {Y < r} und
deshalb P(X >n) = P(X >n) = P(Y <r)=P(Y <r), also

> (o= > (7)ot -pr

i=n+1 =0

Bk|1,p) = P(X = ) = (’“ - 1>p<1 o= DL et — (- )Y = Gllp)

0 0l(k — 1)!

Die hypergeometrische Verteilung

Ausgangspunkt: Ziehen ohne Zuriicklegen im Urnenmodell, Reihenfolge der gezogenen Kugeln spielt
keine Rolle

Insgesamt seien N Kugeln vorhanden, davon M schwarze und N — M weifle.

Die Kugeln seien durchnummeriert von 1 bis N, dabei tragen die schwarzen Kugeln die Nummern
1 bis M.

Es erfolgt eine zuféllige Auswahl von n Kugeln (n < N).
Fiir den Trager gilt 7 = {max(0,n — (N — M)),...,min(n, M)}.

Wenn die Reihenfolge der ausgewihlten Kugeln keine Rolle spielt, so umfafit 2 alle n-elementigen
Teilmengen von {1,2,..., N}, so daf§

Q:{w:{il,...,inHikE{1,2,...,N},ik<ig,VkZ7§€,k,€€{1,...,n}}

~ =)
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e Annahme: Jedes w € 2 hat die gleiche Wahrscheinlichkeit, gezogen zu werden. Es handelt sich dann
um ein Laplace-Experiment.

e Sei A;: ,Unter den n gezogenen Kugeln {i1,...,7,} befinden sich genau j schwarze Kugeln.“

e Die A; sind paarweise disjunkt mit
U4 =0
JET
_ 144
Q[

M\ (N -M
= (M), e
J n—j

Es gibt insgesamt (]}4 ) Moglichkeiten zur Auswahl von j schwarzen Kugeln aus den M vorhandenen

N-M

schwarzen Kugeln. Weiterhin gibt es ( n—j ) Moglichkeiten, die n — j weiflen Kugeln aus den N — M

vorhandenen weiflen Kugeln zu ziehen.

= P(4;)

mit

e Gilt fiir die Wahrscheinlichkeitsfunktion einer Zufallsvariablen X, dass
MY\ (N—M
(j ) ( n—j )

W)

so heifit X hypergeometrisch verteilt mit den Parametern n, M und N, also X ~ H(n, M, N).

P(X=j)= jeT,

¢ Eigenschaften:
: M
(i) B(X) =ny
ss M M\ N—n
(i) Var(X) =n3 (1 - 5) 37—

(iii) Konvergenz gegen die Binomialverteilung

Beweis:
(i) Es gilt
_ X k() k)

()

E(X)

Wir ersetzen X durch X + ...+ X7, wobei

X, = { 1, falls die i-te schwarze Kugel gezogen wird, i=1....M

0, sonst,
Aufgrund der Linearitétseigenschaft des Erwartungswertes gilt

E(X) = E(X1+...+Xu)
= E(X))+...+E(Xy).

X ist nach seiner Definition Bernoulli-verteilt. Es gilt daher

(1) (3o)
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Begriindung: Wenn die i-te Kugel ohne Zuriicklegen gezogen wird, dann gibt es fiir die iibrigen

n — 1 Kugeln in der Stichprobe vom Umfang n genau (]X __11) Moglichkeiten, diese aus den

iibrigen N — 1 Kugeln auszuwéhlen (ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge).
Da dies fiir jede der insgesamt M schwarzen Kugeln gilt, erhélt man fiir den Erwartungswert

von X n
E(X)=M-—.
(X) =M

Wir wihlen denselben Ansatz wie in (i), indem wir X als Summe von M Zufallsvariablen
darstellen. Damit ergibt sich

Var(X) = Var(z Xi)

M M
= Z Var(X;) + Z Cov(X;, Xj), (2.10)
=
mit
CO’U(XZ', X]> == E(XZXJ) - E(XZ)E(X])

Da X; Bernoulli-verteilt ist, erhalten wir

Var(X;) = % (1 - %) - "(]\J[V;n) (2.11)

Sei Z;; == X;X;. Die Zufallsvariable Z;; ist wieder Bernoulli-verteilt, da

7. 1, falls die i-te und die j-te schwarze Kugel gezogen werden,
71 0, sonst,

Es gilt
E(Zyj;) = PZj=1)=P{X;=1}n{X;=1})=P(X;=1,X;=1)
() (o)
()

_ n(n—1)
NN -1)
Damit erhalten wir
nn—1) n?
X X)) = n
CoulXinXi) = =1~ 3
n(n — N)
= . 2.12
N2(N —1) (2.12)
Setzen wir (2.11) und (2.12) in (2.10) ein, so erhalten wir
n(N —n) n(n— N)
X)) = M\———+MWM—-1)—m——=
Var(X) E + M( )N2(N—1)
_ MnN — Mn? N (M? — M)(n® — Nn)
N N2 N2(N —1)
_ nM(N?*—nN+ Mn— MN)
N N2(N —1)
_ M 1— MAN—n
Y N)N-T

Bemerkung: Es sind insgesamt M identische Varianzen und M (M — 1) identische Kovarianzen
zu beriicksichtigen.
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(iii) Fir Gesamtumfang N und die Anzahl schwarzer Kugeln M gelte bei konstantem Stichprobenum-
fang n und N, M — oo, dass % — p € 1[0,1]. Fiir 0 < j < n ergibt sich dann

() )
()
MI(N — M)nl(N —n)!

JUM = j)l(n = j)UN — M — (n — j))!N!
B nl MM-1)-...-(M—j+1)

jn —j)! 1
(N—M)YN—-M-1)-...-(N=M—(n—j)+1)
' N(N=1)-...-(N=n+1)

nl MM-=1)-...-(M—j+1)
n—i) N(N=1)-...-(N—j+1)
(N—M)(N-=M—1)-...-(N=M—(n—j)+1)
(N=§)(N—=j—1)-...-.(N=j—(n—j)+1)

—(1—p)n—J

> (M)p = = Binp)

P(X =j)

Die Verteilung konvergiert also gegen die Binomialverteilung zu den Parametern (n,p = M/N).
Anschaulich: Bei grolem Gesamtumfang N und grofler Anzahl schwarzer Kugeln M spielt es asym-
ptotisch keine Rolle, ob man bei der Stichprobenentnahme zuriicklegt oder nicht.

Als Faustregel zur Approximation von H(n, N, M) durch B(n,p) fordert man, dass p = M/N,
n/N < 0.05.
Die Poisson-Approximation
e Sei X binomialverteilt mit den Parametern n und p, also X ~ B(n,p).
e Frage: Wie verhiilt sich die Verteilung von X fiir n — oo?

e Idee: Um Trivialitat auszuschlieflen, soll fiir n — oo die Wahrscheinlichkeit gegen null konvergieren,
d.h p, — 0 fiir n — o0, so daf

NPp = Ay, Ap > A >0, neN

Damit ergibt sich

n _
PO =8 = Bk = (} )b = pt
n! k —k
Fi(n — P =)
W nn-1)-.. -kt DA A n—k
o nk k! n
_ oD k4D A AN AT
N nk \k,'/ n n
-1 Ak A —1
)\k
- e (n— ),
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wobei wir in Relation (1) benutzt haben, daf

E_An

Pn = nk .

Damit kénnen wir die Poissonverteilung definieren:

Definition: Eine Zufallsvariable X mit Werten in Ny und Wahrscheinlichkeitsfunktion

Ab

plk) = P(X =) = Zre ™,

k=0,1,2,...

heifit Poisson-verteilt mit Parameter A > 0, oder kiirzer X ~ Po(\).

Anschaulich: Falls in n Versuchen mit Erfolgswahrscheinlichkeit p, gilt: np, — X (n — o), so ist
fiir grofle n die Anzahl der Erfolge in n Versuchen approximativ Poisson-verteilt zum Parameter .

Faustregel zur Approximation: X ~ B(n,p) wre Po(\), falls A = np, n > 30 und p < 0.05.
Beispiele fiir approximativ Poisson-verteilte Zufallsvariablen:

(i) Anzahl der Druckfehler auf einer Buch- oder Zeitungsseite

(ii) Anzahl der Einhundertjihrigen in einer Bevolkerung

)
)
(iii) Anzahl der falsch gewihlten Telefonnummern an einem Tag
(iv) Anzahl der Kunden am Postschalter in einer Stunde

)

(v) Anzahl von Teilchen, die in einer radioaktiven Substanz in einer festen Zeitperiode zerfallen
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e Eigenschaften:

(i) B(X)=AX
(i) Var(X) =X

Beweis:

(i)

EX)= Y aplx) = )
z:p(x)>0 k=0
)3

(i) Ansatz: Var(X) = E(X?) — BE(X)?

= Var(X) =X+ A- 2=\

2.2.5 Stetige Zufallsvariablen
Stetige Gleichverteilung

Definition 2.37. Fine stetige Zufallsvariable heifit gleichverteilt auf dem Intervall [a,b], wenn sie eine

Dichte
{ A fira<az<b,

0, sonst

besitzt.
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Bemerkung: Eine auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariable nennt man auch standardgleichverteilt.

Die Verteilungsfunktion einer gleichverteilten Zufallsvariable lautet

0, r < a,
F(r){ =, a<wz<b,
1, x > b.

Bemerkung: Die Dichte ist an den Stellen a und b unstetig = Verteilungsfunktion ist dort nicht
differenzierbar.

Satz 2.38. Sei X ~ U([a,b]). Der Erwartungswert lautet

B(X) = a—+ b’
2
die Varianz lautet 0 )2
—a
X) = .
Var(X) D

Beweis. Fiir den Erwartungswert erhalten wir

> b 1t 1 [1,]" 11
EX) = / xf@)dxz/ b—adx:b—a/xdx:b—a[2x2] :b_a§(b2_a2)

11 a+b
= b_a§(b—a)(b+a) =
Fiir die Berechnung der Varianz verwenden wir den Verschiebungssatz Var(X) = E(X?)— E(X)2. Dafiir
miissen wir noch das 2. Moment berechnen
o0 1 b b3 _ 3
B(X?) = / 22 f(x)dr = /a 2idr = 30 _C;).

oo b—a

Damit erhalten wir dann

B _b3—a3 (a+b)2_ (b—a)? _(b—a)2
Var(X) = B(X?) ~ B(X)* = 3b—a) 4 12b—a) 12

O

Bemerkung: Die Varianz wichst quadratisch und die Standardabweichung o = (b — a)/v/12 linear mit
der Léange des Intervalls.
Die Gamma-Verteilung

e Sei I': (0,00) — (0,00) die Gammafunktion mit

F(a):/ t*te7tat, a>0. (2.13)
0

e Durch partielle Integration ergibt sich, dass fiir jedes o > 0

oo o0
MNa+1) = / t%tdt = [fto‘e_t]go +a/ e tat
0 N—— 0
=0

= al(«). (2.14)

1) = /000 e tdt = [—e_t]go =1,

ergibt sich aus (2.14), dass I'(a + 1) = a! fiir jedes a € IN.
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e Weitere wichtige Eigenschaft: I'(3) = /7.

o Es gilt

Daraus folgt, dass

eine Dichtefunktion ist.
Unter Verwendung der Reparametrisierung X = ¢, 5 > 0 erhalten wir (mit Hilfe der Substituti-

onsmethode)

Definition 2.39. Fine Zufallsvariable X mit der Dichtefunktion

1
f@a,B) = =——ate /P 0<z<o00,0,8>0

()5
heifst gammaverteilt mit den Parametern « und (B, oder kurz X ~ I'(«, ).

Satz 2.40. Es gilt fir X ~I'(«a, B)

(i) BE(X) = ap,
(ii) Var(X) = af?.

e Spezialfille:

(i) Sei @ =p/2,p € IN und 8 = 2, so erhalten wir

1

b p/e-1 )2
NG 572" e , 0<x<oo. (2.15)

fzlp) =
Eine Zufallsvariable mit der Dichte (2.15) heifit x2-verteilt mit p Freiheitsgraden, kurz X ~ X122'
(ii) Sei o =1, so erhalten wir
1
fz|B) = Be—‘”/ﬂ, 0<z<o0. (2.16)
Eine Zufallsvariable mit der Dichte (2.16) heifit ezponentialverteilt mit (skaliertem) Parameter
5. Alternativ:

1
A= 3= f(xA) =Xxe™*, A>0.

Man schreibt dann auch kurz X ~ Exzp(A).
(iif) Sei X ~ Ezp(8) und Y = X7, dann ist

fy(ly,B) = %y”‘le‘y”ﬁ, 0<y<00,708>0. (2.17)

Eine Zufallsvariable mit der Dichte (2.17) heiit Weibull-verteilt mit den Parametern v und /3.
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Zur Exponentialverteilung

— Definition: Eine stetige Zufallsvariable X mit nichtnegativen Werten heifit ezponentialverteilt
mit dem Parameter A > 0, kurz X ~ Ezp()\), wenn sie die Dichte

fz) = { Xe ™ fiirz >0,

0, sonst

besitzt. Die zugehorige Verteilung heifit Exponentialverteilung mit Parameter .
— Die Exponentialverteilung ergibt sich als Grenzfall der geometrischen Verteilung.

— Die Verteilungsfunktion ergibt sich durch Integration zu

1—e ™ firz >0,
0, sonst.

F(z) = {

— Eigenschaften:
(1) B(X) =3,
(il) Var(X) = %,
(iii) Gedé&chtnislosigkeit: Fiir s,¢ > 0 gilt

P(X >s+t X >t)=P(X >s).

Die Beta-Verteilung

Definition 2.41. FEine Zufallsvariable X heifit beta(a, B)-verteilt, falls sie die Dichtefunktion

:cafl(l —x)ﬁfl, O<z<l,a,8>0

besitzt, wobei B(a, ) die Beta-Funktion

1
B(a, 5) :/ 21— 2)P e
0
bezeichnet.

e Relation Beta-Funktion und Gamma-Funktion:

e Anwendung: Modellierung von Verhéltnisdaten (mit Wertebereich zwischen null und eins).
e Eigenschaften
() B(X) =335

a+p?
(i) Var(X op

) = @B (et B

Normalverteilung

e Definition: Eine Zufallsvariable X heit normalverteilt mit den Parametern 4 € R und o2 > 0,
kurz X ~ N(u,0?), wenn sie die Dichte

fz) = \/217(0 exp <_<m2_a§‘)2> zeR

besitzt.
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Bemerkung: Gilt g = 0 und 02 = 1, so nennt man X standardnormalverteilt, kurz X ~ N(0,1) mit

der Dichte ) )
_ _L 2
o(x) = mexp( 5% )

Die Verteilungsfunktion ist definitionsgeméafl gegeben durch

Fla)=P(x <o) = [ " for,

bzw. fiir die Standardnormalverteilung durch

d(z) = /; o(t)dt = /; \/127exp <—;t2> dt.

Problem: Das Integral der Verteilungsfunktion 148t sich nicht analytisch berechnen und durch be-
kannte Funktionen in geschlossener Form schreiben. Daher muf8 ®(x) durch spezielle numerische
Verfahren berechnet werden. Die Werte von ®(x) liegen tabelliert vor.

Eigenschaften der Normalverteilung:
(i) E(X) = p,

(i) Var(X) = o2,

(iii) Symmetrie zu p, d.h. es gilt

f(M—I):f(M+IE), ‘TER)
bzw. fiir standardnormalverteilte Zufallsvariablen gilt ¢(—x) = ¢(x), und somit
O(—x) =1— P(x).

(iv) Standardisierung: Ist X eine N(u,o?)-verteilte Zufallsvariable, so ist die standardisierte
Zufallsvariable

_ X —p

o

standardnormalverteilt, d.h. Z ~ N(0,1). Damit ergibt sich

Z

F@g_¢<x_“>_¢gxmmz_x_”.

o o

Quantile: Die Quantile 2, der Standardnormalverteilung sind durch die Gleichung
®(z) =p, 0<p<1

bestimmt.

Das p-Quantil z, teilt die Fldche unter der Dichte ¢(z) in eine Fldche mit Inhalt p links von z, und
eine Flache mit Inhalt 1 — p rechts davon auf.

Relation zwischen Quantil x, einer N(u,o?)-verteilte Zufallsvariable X und dem der zugehéorigen
standardisierten Zufallsvariable Z:

2p = —F pw. Tp = [+ 02p.
Zentrale Schwankungsintervalle, ko-Bereiche: Fiir X ~ N(u,0?) gilt
Plp—210p0 <X <pt21 qp0)=1-a.

Sei k = 21_q/2, S0 gilt

Flut ko) — Fly— ko) = q,</‘+k‘7_/v‘> _q><“_k‘7_“)

g g

= O(k) — B(—k) = 20(k) — 1.
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2.2.6 Exponentialfamilien

e Konzept der Exponentialfamilien geht zuriick auf die Untersuchung suffizienter Statistiken (Satz
von Pitman-Koopman-Darmois)

e allgemeine Form: Eine Zufallsvariable Y gehort zur Exponentialfamilie von Verteilungen, wenn fiir
ihre Dichte gilt
f(y;0) = exp{t(y)d(0) + e(y) + 9(0)}, (2.18)

mit § € © C IR und ¢,d,e und g sind bekannte und spezifische Funktionen in Abhingigkeit der
Verteilung von y

e natiirliche Form: 5 _ b8
f(y;0,7) :exp{ya_(T)() +c(y,¢)}, (2.19)

wobei a, b, ¢ bekannte Funktionen in Abhéngigkeit von der Verteilung von y sind. 7 ist ein Streu-
ungsparameter.

e Beispiel: Fiir Y ~ N(u,0?) ergibt sich die natiirliche Form mit § = y, 7 = 0%,a(7) = 7

62 1 (y?
b(0) = o0 c(y,m) = —3 (T + log(27r¢)> .
Lemma 2.42. Gehort Y zur natiirlichen Exponentialfamilie (2.19), so gilt

EY)=b(0) and Var(Y)=a(r)b"(9). (2.20)

2.3 Multivariate Zufallsvariablen

Definition 2.43. Sei (2,2, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum und sei X1, ..., X, eine beliebige
Folge von Zufallsvariablen X; : Q2 —- R, i=1,...,n.

Die Abbildung X = (X1,...,X,) von Q nach R"™ heifit dann n-dimensionaler Zufallsvektor (bzw. n-
variate Zufallsvariable) mit den Komponenten X1, ..., X,.

Die Verteilung des Zufallsvektors X ist die Mengenfunktion Px : B(IR™) — [0, 1] mit
Px(B) = P({w:w e Q,X(w) € B}) fiir alle B € B(IR"). (2.21)
Die Funktion Fx : R™ — [0, 1] mit
Fx(x)=Fx(z1,...,2y) = P(Xj <x1,..., X, <x,) = P(X <x) (2.22)
heif$t gemeinsame Verteilungsfunktion des Zufallsvektors X = (X1,..., Xp).

Im Folgenden beschriinken wir uns auf bivariate Zufallsvariablen, d.h Z = (X,Y) : Q — RR2.

2.3.1 Gemeinsame Verteilungen und Randverteilungen
e Gemeinsame Verteilungsfunktion von (X,Y)

Fxy(a,b) = P(X <a,Y <b)=P{X <a}n{Y <b}), a,be R

e Zusammenhang von gemeinsamer Verteilungsfunktion und Verteilungsfunktionen von X und Y

Fx(a)=P(X <a)=P(X <a,Y <) m Fxy(a,n)

=1

n—oo
Entsprechend fiir Fy (b) = lim,, o0 Fx,y(n,b). Fx(a) und Fy(b) heilen Randverteilungsfunk-
tionen von (X,Y).
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e Der Zufallsvektor Z = (X,Y) heifit diskret, falls es eine abzihlbare Menge C' C R? gibt, so dass
P(Ze(C)=1

— Folgerung: Falls Z ein diskreter Zufallsvektor ist, dann sind auch seine Komponenten diskrete
Zufallsvariablen.

— Sei Z ein diskreter Zufallsvektor. Dann heifit {P(Z = z),z € C} gemeinsame Wahrscheinlich-
keitsfunktion von Z.

— Wir verwenden folgende Notation fiir die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion
fxy(@,y)=P(X=2,Y=y)=P{X=z}n{Y =y}), z,ye R
— Randverteilungen:

fx(@)=P(X=2) = P({X=a}n{¥ <o}
- P( | (x=av=y

y:fx,v (z,9)>0

= Z fxy(z,y)
y:fx,y (z,y)>0
fry)=PY =y) = > fxy(@y)

x:fX,Y(x7y)>0

Beispiel 2.12. Zweimaliges Wiirfeln. Als Ergebnisraum wdihlen wir Q = {w = (w1, ws) : w; €
{1,...,6},i = 1,2}. Sei X : Q@ — {0,1,2} bzw. Y : Q@ — {0,1,2} die Anzahl, mit der die
Augenzahl 6% bzw. die Augenzahl 1% beim zweimaligen Wiirfeln erzielt wird. Dann gilt fir
die Wahrscheinlichkeiten P(X = x,Y = y) bzw. fiir die Randwahrscheinlichkeiten P(X = x)

und P(Y =y)
Yy
PX=z,Y=y)| 0 1 2|PX=x)
0 i i
36 36 36 %8
8 2
(Y =y) 36 36 36

Aus der Tabelle kann man auch die Einzelwahrscheinlichkeiten der Summe X + Y erhalten.
Beispielsweise gilt

8 8 16
PX+Y=1)=P(X=1Y=0)+P(X=0Y =1)= ¢ + 5. = 5.

e Der Zufallsvektor Z = (X,Y) heifit stetig, falls es eine (Lebesgue-integrierbare) Funktion fxy :
R? — [0, 00) gibt, so dass

b a
Fxy(a,b) = / / fxy(z,y)dxdy, fiir alle a,b € R.

Die Funktion fxy heifit gemeinsame Dichte von (X,Y).

— Randdichte von X ~
fX(fC)Z/ Ixy(z,y)dy

— Randverteilungsfunktion von X

Fx(a) = /fl fx(z)dx
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— Analog fiir Y
Beispiel 2.13. Wir betrachten den Zufallsvektor Z = (X,Y") mit der gemeinsamen Dichte

| dxy, falls 0 <x,y <1,
Py (@y) = { 0, sonst.

Fiir die Randdichten erhalten wir

1
1
x) = / fxy(z,y)dy =4z - 3= 2¢  fir alle x € [0,1]
0

und .

frl) = [ fr(opds =2 fir alle y € 0,1

0

Wir wollen nun noch die Wahrscheinlichkeit P(X < 2Y') berechnen. Dafiir erhalten wir

P(X<2Y) = Pxy((z,y):0<z,y<1lx<2y)

1/2 2y
= / / 4acydxdy+/ /4xyd:vdy
1/2
1/2 2y
e[ e [l
0 2 0 1/2 2 0

B y4 1/2 y2 1 7
= 8|= + 2= = —.
4|, 2 1/2 8

e Der Triiger 7 von Z = (X,Y) " ist dquivalent zum univariaten Fall definiert als
T={2=(z,9)" €R?: fxy(z,y) > 0}.

e bedingte Verteilungen

Fxpy(aly) = Xf;g;w
Frix(ylz) = ?ﬁ%w
Fxpy(aly) = F%((f;;y)
Fy|x(ylz) = ?} Z)y)

Beispiel 2.14. Bei dem Beispiel des zweimaligen Wiirfelns ergeben sich folgende bedingten Wahr-
scheinlichkeitsfunktion von X unter der Bedingung {Y = j}

1
PX=iy=5)|0 1 2
2 1 0 O

Beispiel 2.15. Wir betrachten den Zufallsvektor aus Beispiel 2.15. Fiir y € (0,1] gilt dann fir die
bedingte Dichte von X unter der Bedingung {Y = y}

fxy(x,y) [ 2z, fallsx€0,1],
fy(y) 1 0, sonst.

Bemerkung: Die bedingte Dichte stimmt in diesem Beispiel mit der Randdichte fx(x) iberein.

fX\Y:y(l“) =
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e Unabhingigkeit
Fyy(a,b) = Fx(a)Fy(b)
dquivalent : fxy(a,b) = fx(a)fy(b)

e bedingter Erwartungswert: bedingte Erwartung (diskret)

EX[Y=y) = >  afxyzly)

x:fx,y (x,y)>0

bedingte Erwartung (stetig)
BXY =y) = [ afay(alyis
e Ebenso kann man die bedingte Varianz Var(X|Y = z) definieren als
Var(X[Y =y) = Var(Xly) = B(X?|y) — (E(X]y))>.
Satz 2.44. Seien X und Y zwei Zufallsvariablen. Dann gilt
(i) E(X)=E(E(X|Y)) (iterierter Erwartungswert),
(i) Var(X) = E(Var(X|Y)) + Var(E(X]Y)).

Beweis. (i) Fir E(X) = [xfx(z)dz bendtigen wir die Randverteilung fx(z) = [ fxy(z,y)dy.
Damit erhalten wir

500 = [ ety = [ [ apav el oy

= [T wav i) sy

=E(X|Y=y)

Damit erhalten wir

B0 = [ BIXIY = 4l v (o)dy = BLELXIYL

—0o0

(ii) Siehe Casella/Berger, S. 167-168.

2.3.2 Hierarchische Modelle und gemischte Verteilungen

Beispiel fiir hierarchische Modelle:

Die Anzahl an Kunden, die ein Postamt an einem Tag besuchen, ist Poisson-verteilt zum Parameter A.
Jede Person, die die Post betritt sei mit Wahrscheinlichkeit p (0 < p < 1) eine Frau und mit Wahrschein-
lichkeit 1 — p ein Mann. Sei X die Anzahl der Frauen und Y die Anzahl der Ménner, die das Postamt an
einem Tag besuchen. Wie lautet die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung P(X = z,Y = y)?
Loésung:

X ist die téagliche Anzahl an Frauen, Y ist die tdgliche Anzahl an Ménnern, die das Postamt betreten.
Die Gesamtzahl der Kunden ist damit X + Y. Bekannt ist, dass die Gesamtzahl Poisson-verteilt ist mit
Parameter A, also

A
P(X+Y =n)=e¢*~, n>0.
n.
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Gesucht ist die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung P(X = z,Y = y).

Angenommen es kommen n Kunden in das Postamt. Die Wahrscheinlichkeit, dass davon k Frauen sind
ergibt sich mit Hilfe der Binomialverteilung

PX=kX+Y=n)= (Z)pk(l—p)”_k, 0<k<n.

Wenn von n Kunden £ Frauen sind, dann sind n — k£ Kunden Ménner. Daher gilt
PX=kX+Y=n)=PX=kY=n—klX+Y =n).

Mit Hilfe dieser bedingten Wahrscheinlichkeit kénnen wir nun die gesuchte gemeinsame Wahrscheinlich-
keitsverteilung bestimmen. Es gilt

PU{X =kY=n—-k}n{X+Y =n})
P{X +Y =n})
PUX =k Y =n—k)
P{X +Y =n})

PX=kY=n—klX+Y=n) =

und allgemein fiir 4, j € Ng:

P(X=iY=j) = P(X=i,Y =j|X+Y =i+ )P(X+Y =i+j)
i+ o AT
— 1—pYe 2~
( i >p( A
1 . .
= Z,je AN (1= p)A)
PV (1= )Y
il T

Die gemeinsame Verteilung von X und Y entspricht dem Produkt zweier Poisson-Verteilungen.

2.3.3 Kovarianz und Korrelation

Definition 2.45. Seien X undY zwei Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte f(z,y) und g : E — R.
Dann ist der Erwartungswert von g(X,Y") definiert als

Elax V)= [ [ gtan sy (2.23)
Definition 2.46. Die Kovarianz zweier Zufallsvariablen X und Y ist definiert als

Cov(X,Y) = E[(X—-EX))(Y—-EY))].
Der Korrelationskoeffizient ist definiert als

Cov(X,Y)

VVar(X)\/Var(Y

Satz 2.47. Fir die Kovarianz zweier Zufallsvariablen X und Y gilt
Cov(X,Y)=FEXY)—-EX)E®Y).

p=pX,Y)=

Beweis. Sei px = E(X) und py = E(Y). Dann erhalten wir
Cov(X,Y) = E((X —px)(Y —py))
B(XY — Xpy — pxY + pxpy)
E(XY) - BE(X)py — pxE(Y) + pxpy
= EBE(XY) - puxpy — pxpy + pxpy = E(XY) — pxpy.
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Satz 2.48. Fs gelten folgende Aussagen:
(i) Sind X undY unabhdingig, so gilt Cov(X,Y) =0 und p(X,Y) = 0.
(ii) Sind X undY zwei Zufallsvariablen und a und b zwei Konstanten, so gilt

Var(aX +bY) = a*Var(X) + 0*Var(Y) + 2abCov(X,Y).

(iii) Fir zwei Zufallsvariablen X und 'Y gilt

(i) —1<p(X,Y) <1

(ii) |p(X,Y)| =1 genau dann, wenn Konstanten a # 0 und b existieren, so dass P(Y = aX +b) =
1. Ist p(X,Y) =1, so ista >0, fir p(X,Y) = -1 gilt a <O0.

(iv) Erwartungswert und Varianz von Linearkombinationen: Sei

X=a1X1+...an Xy,

so gilt
EX)=aE(X1)+...+ anE(X,)
und
Var(X ZaQVar )+ QZaiajC’ov(Xi,Xj).
1<J

Beweis. (i) Fiir unabhiingige Zufallsvariablen X und Y gilt
o0 e}
E(XY) = / / vy fxy (@, y)dzdy
X,Y unabh. I e
= [ [ syt @y sy

— /Z zfx(x)dx /Z yfy (y)dy

= E(X)E(Y)
und damit Cov(X,Y) = E(X)E(Y) - E(X)E(Y) =0.
(ii) Fiir den Erwartungswert erhalten wir E(aX + bY) = aE(X) + bE(Y) = apx + buy und damit
Var(aX +bY) = E[((aX +bY) — (apx + buy))?]
E[(a(X — px) + (Y — py))’]
El*(X — px)? + 0*(Y — py)? + 2ab(X — px) (Y — )]

azE[(X - MX) |+ O E[(Y = py)?] + 2abE[(X — px)(Y — py)]
= a*Var(X)+b*Var(Y) + 2abCov(X,Y).

(iii) siehe Casella/Berger, S. 172-173.

(iv) folgt aus der Linearitéit des Erwartungswertes und per Induktion aus (ii).
O

Beispiel 2.16. X und Y seien zwei Zufallsvariablen, deren gemeinsame Dichtefunktion folgende Form
hat

f e (z+y+ay) ,0<2<1,0<y<1
Fxx(@y) = { 0 , sonst



2.3 Multivariate Zufallsvariablen

42

(a) Wie grofi muss c sein, damit fx y(x,y) eine Dichte ist?
(b) Wie lauten die Randdichten von X und Y ?

(c) Wie lauten die bedingten Dichten?

(d) Berechnen Sie die Kovarianz zwischen X undY .

(e) Bestimmen Sie die gemeinsame Verteilungsfunktion Fx y (z,vy).

Aufgabe a)

Den Parameter c erhdlt man iber die Normierungsbedingung

1= / / fx,y(z,y)dzdy

1,1
1 = / / ¢ (z+y+zy)dedy
0o Jo

= c- -+ 2y + - d
c /0 [2x Ty 23: y} Y

durch

Wegen ¢ >0 und 0 < x,y < 1 gilt weiterhin fxy(z,y) > 0.
Aufgabe b)
Fiir die Randdichte von X gilt fir 0 <z <1

fx(x) = /_OO Ixy(z,y)dy
1

= / 0.8 (z+y+zy)dy
0

1 1 !
= 0.8- —y? 4 g
[:cy+2y +2y mL

3 1
= 08-(zx+=-)=04- 1).
0.8 <2:c+2> 0.4-3z+1)

Analog erhdilt man fiir Y im Bereich 0 <y <1

1
frl