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1 Rang einer Matrix

Der Rang einer Matrix rg(A) kann definiert werden als die Anzahl der linear unabhéngigen Spalten-
vektoren von A. D.h. wenn man einen (oder mehr) der Spaltenvektoren als Linearkombination der
anderen darstellen kann, so sind die Vektoren nicht linear unabhéngig und die Matrix hat keinen vollen
Rang. Zum Beispiel hat die folgende 3 x 3 - Matrix nur den Rang 2, da der dritte Spaltenvektor als

Linearkombination der ersten beiden darstellbar ist:

1 0 2 1
A=| -1 2 0 mit rg(A) =2, weil 21 -1 | + 2 =
1 -2 0 1 -2 0

Man kann den Rang einer Matrix auch iiber die Zeilen definieren, allerdings gilt immer:
Spaltenrang(A) = Zeilenrang(A).

Eine quadratische Matrix mit vollem Rang rg(A) = n heifit reguldr. Ist der Rang der quadratischen
Matrix rg(A) < n spricht man von einer singuldren Matrix.
2 Determinante

Eine Matrix hat nur dann eine von null verschieden Determinante, wenn sie regulér ist, also quadratisch

ist und vollen Rang rg(A) = n hat. Determinantenberechnung fiir eine 2 x 2 Matrix:

b
A:(“ ) —  det(A) =ad—cb
c d

Fiir 3 x 3 - Matrizen kann man Determinanten sehr bequem mit der Regel von Sarrus berechnen:

a b c
A=|d e f = det(A) =aei+bfg+cdh—gec—hfa—idb.
g h i

Fiir reguldre Matrizen hoherer Ordnung kann die Determinante mit anderen Berechnungsverfahren

bestimmt werden, z.B. mithilfe des Laplaceschen Entwicklungssatzes. Demnach gilt:

det(A) = Zai]’ Aij Vi bzw. det(A) = Zai]’ Ai]’ \V/j mit Aij == (*1)i+j det(Aij),
i=1 J=1
wobei A;; der sogenannte Kofaktor zum Element a;; € A ist. A;; ist die (n — 1) x (n — 1) - Matrix, die

entsteht, wenn man aus der n x n - Matrix A die i-te Zeile und die j-te Spalte streicht, und det(A;;)

heifit Minor zum Element a;; € A.
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3 Inverse

Die Inverse A~! zu einer Matrix A ist die Matrix, mit der man A multiplizieren muss, um die Ein-

heitsmatrix zu erhalten, also z.B. bei einer 3 x 3 - Matrix

AA =13 =

o O =
oS = O
_ o O

Da die Inversenbestimmung u.a. die Determinante im Nenner benttigt, kénnen nur quadratische Ma-

trizen mit vollem Rang invertiert werden. Fiir diese Matrizen ist det(A) # 0. Inversenbestimmung fiir

a b _ 1 d —b
AZ(C d) ~ Al:de‘E(A)<—c a)

Inversenbestimmung fiir eine 3 x 3 Matrix:

eine 2 x 2 Matrix:

a b ¢ ) (ei—fh) (ch—0i) (bf—ce)
A=1d e f = A_lzm (fg—di) (ai—cg) (cd—af)
g h i (dh—eg) (bg—ah) (ae—0bd)

Fiir Matrizen hoherer Ordnungen miissen andere Berechnungsverfahren herangezogen werden, z.B. In-

versenbestimmung mit Hilfe der Adjunkte adj(A):

T
A A ... Ap A A ... A
1 ai(A) bei adj(A) = A A . Apg [ | Az Az ..o Ao
_det(A)aJ ,  wobei adj = f o = f o ,
A1 Asn ... A Al Ane ... Aun
wobei A;j, i,j € {1,...,n} die sogenannten Kofaktoren zu den Elementen der Matrix A sind.
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